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Chapitre 3 :     Formes  différentielles. 

  

 

1- Formes  différentielle  de  degré  1  dans  ℝ   et ℝ  : 

1.1-Définitions: 

Soit   U  un  ouvert   de  ℝ , = 2    3. 

On  appelle  Forme  différent ielle  de  degré  1,  toute  applicat ion  w  

définie  sur  U  à  valeurs  dans  le  dual  (ℝ ,ℝ) . 

En  notant     la  i- ième  project ion  de ℝ    sur ℝ ,  définie  par : ∀ℎ = (ℎ ,…,ℎ ) ∈ ℝ :    (ℎ) = ℎ   ,  la  forme  différent ielle  w  

peut   s’écrire : 

∀ = ( ,…, ) ∈ :     ( ) = ( )   

Ou    ∀ ∈ {1,…, }:   : → ℝ   sont   les  fonct ions  coordonnées  de  

w. 

Dans ℝ  : 

Une  forme  différent ielle  w  s’écrit  : ∀( , ) ∈ ⊂ ℝ     ( , ) = ( , ) + ( , )  

telle  que : ∀(ℎ, ) ∈ ℝ     ( , ) (ℎ, ) = ( , )ℎ + ( , )  

Dans ℝ  : ∀( , , ) ∈ ⊂ ℝ     
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 ( , , ) = ( , , ) + ( , , ) + ( , , )  

1.2- Propositions : 

Proposition 1 : 

La  forme  différent ielle  w  est   de  classe   si  et   seulement   si  pour  

tout   ∈ {1,…, } ,      est   de  classe  .   

Proposition 2 : 

Soit   : → ℝ  une  fonct ion  de  classe  ,  ∈ ℕ∗. 
La  différent ielle  de  f : 

: → (ℝ ,ℝ) , ⟼ ( )  

est   une  forme  différent ielle  de  degré 1  de  classe  . 

Ses  composantes  sont   les  dérivées  part ielles   , 1 ≤  ≤     de   

telle  sorte  que : 

 =  

Ce  qui  permet  de  définir  la  not ion  de  primit ive  d’une  forme  

différent ielle. 

1.3- Formes  différentielles  exactes : 

1.3.1- Définition : 

On  dit   qu’une  forme  différent ielle  est   exacte  sur  U  s’il  existe  une  

fonct ion  : → ℝ  de  classe    telle  que :  = . 

On  dit   alors  que  f  est   une  primit ive  de  w,  ou  f  est   un  potent iel  

pour  w. 
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1.3.2- Remarque 1 : 

Dans ℝ   ,  pour  que  w  soit   exacte  il  faut   que    et      soient   

respect ivement  les  dérivées  part ielles  par  rapport   à  x  et   y  d’une  

fonct ion  f. 

C’est   à  dire : 

( , ) = ( , )    et      ( , ) = ( , )  

Par  suite,  déterminer  f  revient   à  résoudre  un  système  

d’équat ions  aux  dérivées  part ielles. 

Exemple : 

La  forme  différent ielle   =     −   

est   exacte  sur  ]0,+∞[  . 

Déterminons  f : 

On  a  le  système  suivant : 

⎩⎨
⎧ ( , ) =   

( , ) =    −   

 

En  intégrant   la  première  équat ion,  on  obt ient : 

( , ) − (0, ) = −  ( − 1)    ⇔   ( , ) = (0, ) −  ( − 1)  

Dérivons  cet te  expression  par  rapport   à  y,  on  t rouve 

( , ) =    (0, ) − 1
( − 1) =    −  
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On  en  déduit   donc 

   (0, ) = − 1 ⟹ (0, ) = − +  

D’où  

( , ) = −  ( − 1) − +  

= −  +  

1.3.3- Remarque 2 : 

Si  w  est   une  forme  différent ielle  exacte  de  classe     sur  ⊂ ℝ ,  alors  d’après  le  théorème  de  Cauchy  Schwarz  on  t rouve 

( , ) = ( , )  

Autrement  dit , 

( , ) ≠ ( , )    ⟹        

Exemple : 

Considérons  la forme  différent ielle   

= ( + ) + ( )  

On  a : 

( , ) = ( + )   ⇒    ( , ) =  

Et     

( , ) = ( )   ⇒     ( , ) =  ( )  
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Comme  ( , ) ≠ ( , ) ,  on  en  déduit   que  w  est   une  forme  

différent ielle  non  exacte. 

1.4- Formes  différentielles  fermées : 

1.4.1- Définition : 

On  dit   qu’une  forme  différent ielle  = ∑ ( )     est   

fermée,  si  pour  tout    ≠      ⟦1, ⟧ :  ( ) = ( )  

Dans  ℝ  : 

La  forme  différent ielle  w  est   fermée  si    ( , ) = ( , )  

Dans  ℝ  : 

On  dit   que  w  est   fermée  si    ( , , ) = ( , , ) ,       

( , , ) = ( , , )et   ( , , ) = ( , , )  

On  a  donc  la  proposit ion  suivante : 

1.4.2- Proposition : 

Toute  forme  différent ielle  exacte  de  classe     est   fermée. 

1.4.3- Remarque : 

La  réciproque  est   fausse. 

Par  exemple : la  forme  différent ielle définie  sur  ℝ ∖ {(0,0) } 

( , ) =
−
+

+
+

 

est   fermée  mais  non  exacte. 

1.5- Théorème  de  Poincaré : 
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1.5.1- Définition : 

Un  ouvert   U  de ℝ    est   dit   étoilé  s’il  existe  ∈   tel  que,  pour  

tout   ∈ ,  le  segment  [ , ]    est   inclus  dans  U. 

1.5.2- Exemples : 

1-  Une  étoile  est   étoilée. 

2- ℝ ∖ {( ,0) ∕ ≤ 0}  est   étoilé. 

3- - ℝ ∖ {(0,0) }  n’est   pas étoilé. 

1.5.3- Théorème  de  Poincaré : 

Si  U  est  un  ouvert    étoilé  et   w  une  forme  différent ielle  sur  U,  

alors : 

w  est   exacte  sur  U  ⇔   w  est   fermée  sur  U. 

2- Intégrale  d’une  forme  différentielle  de  degré 1 : 

2.1- Définitions : 

Soit   = ( , , ) + ( , , ) + ( , , )   une  forme  

différent ielle cont inue  sur  un  ouvert   ⊂ ℝ   et  

: [ , ] →     un  arc  paramétré  de  classe    défini  par : 

( ) = ( ) , ( ) , ( )  

Définition 1 : 

On  appelle  intégrale  de  la  forme  différent ielle  w  suivant   le  

chemin  fini     le  réel : 

= ( )  ( )  
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= ( )  ( ) + ( )  ( ) + ( )  ( )  

Exemple : 

Soit      

( , ) =
−
+

+
+

 

Calculons  l’ intégrale  de  w  suivant   le  cercle  unité : 

Soit   donc  le  chemin :  : [0,2 ] → (0,1)   défini  par :   

( ) = ( , )  

On  a  alors : 

=
−
+

( ) +
+

( )

= ( ) + ( ) = 2  

Définition 2 : 

On  appelle  « lacet  » dans  U,  tout   chemin  :  : [ , ] →   fermé. 

C’est   à  dire :  vérifiant   :  ( ) =  ( ) . 

2.2- Propositions : 

2.2.1- Proposition 1 : 

Si  w=df  est   une  forme  différent ielle  exacte  de  classe    sur  U,  

alors  pour  tout   arc    : [ , ] →   ,  on  a : 

= = ( ) − ( )  
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Remarque : 

Si  w  est   une  forme  différent ielle  exacte  et         est   un  lacet  

alors : 

= 0 

On  en  déduit   la  proposit ion :  

2.2.2- Proposition 2 : 

Soit   U  un  ouvert   étoilé. 

Une  forme  différent ielle  cont inue  w  sur  U  est   exacte  si  et  

seulement  si  l’ intégrale  de  w  suivant   tout   lacet   dans  U  est   nulle. 

Remarque : 

Si  l’ intégrale  de  w  suivant   un  lacet   dans  U  est   non  nulle  alors  w   

est   non  exacte. 

Exemple : 

Pour     ( , ) = +   ,    l’ intégrale  sur le  cercle  

unité  n’est   pas  nulle,  donc  w  n’est   pas  exacte. 

 

 

 

 

  

 


